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О ПОКАЗАТЕЛЯХ ЛЯПУНОВА
ПРОСТЕЙШЕГО УРАВНЕНИЯ С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ1
Получены некоторые результаты о показателях Ляпунова простейшего уравнения с запаздыванием.
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Рассмотрим линейное уравнение
x˙(t) = ax(t− 1), x ∈ R, t > 0, (1)
с постоянным положительным коэффициентом a.
Решением уравнения (1) называем непрерывную на [−1,+∞) функцию x(·), обращающую
это уравнение в тождество на (0,+∞) и удовлетворяющую начальному условию
x(t) = h(t), t ∈ [−1, 0],
где h(·) — произвольная непрерывная на [−1, 0] функция. Функцию h(·) называем начальной
функцией решения x(·).
Напомним, что показателем Ляпунова произвольной не равной финально нулю функции
x : [t0,+∞) → R называется величина
λ[x] = lim
t→∞
t−1 ln |x(t)|. (2)
Если в (2) верхний предел в действительности является точным, то говорят, что функция x(·)
обладает точным показателем Ляпунова.
Обозначим через α̂ вещественный корень характеристического уравнения αeα = a. Так как
по условию a > 0, то α̂ единственен и α̂ > 0.
Т е о р е м а 1. Если непрерывная функция h : [−1, 0] → R такова, что 0 < h1 6 h(t),
где h1 — константа, то решение x(·) уравнения (1), отвечающее начальной функции h(·),
обладает точным показателем Ляпунова, равным α̂.
Л е м м а 1. Пусть x(·) — решение уравнения (1) с начальной функцией h(t) = eβt, где
β ∈ R, β 6= 0; γn(β)
.
= x(n), n ∈ N. Тогда
γn(β) =
n−1∑
k=0
ak
k∑
i=0
(n− k)k−i
βi(k − i)!
(
1−
a
βeβ
)
+
an
βn
.
С л е д с т в и е 1. Для каждого β 6= 0 существует точный предел
lim
n→∞
n−1 ln γn(β) = α̂.
Поступила в редакцию 15.02.2012
I. S. Zagrebina, S.N. Popova
On Lyapunov exponents of the simplest time-lag equation
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